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Лекція 1. Подвійний інтеграл:
означення, властивості, обчислення

Задачі, що приводять до поняття
подвійного інтеграла

Задача 1. (Про об’єм циліндричного тіла)
Нехай задано тіло, яке обмежене зверху поверхнею
  0,  yxfz , знизу – замкненою обмеженою областю

OxyD  , з боків – циліндричною поверхнею, твірні якої па-
ралельні осі Oz (рис. 1).

 

      

 

                     Рис. 1                 Рис. 2
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Розіб’ємо довільним чином область D на n частин Di,
які не мають спільних внутрішніх точок, і площі яких до-
рівнюють iS  ( ni ,...,2,1 ). Виберемо довільну точку
  ,; iiii DP   значення функції в цій точці    .; iii fPf 

Знайдемо добуток   ,; iii Sf   який дорівнює об’єму ци-
ліндричного стовпчика з твірними, паралельними осі Oz,
основою Di і висотою f(Pi). Усього таких стовпчиків n, і сума
їх об’ємів наближено дорівнює об’єму циліндричного тіла:

  .;
1




n

i
iiin SfVV                         (1)

Позначимо через  i
ni

Dd



1
max  – найбільший з діаметрів

областей Di; діаметром області називаємо найбільшу з її хорд.
Об’єм заданого циліндричного тіла знаходиться як границя
суми (1) при 0 :

  .;limlim
1

00 





n

i
iiin SfVV                   (2)

Задача 2. (Про масу матеріальної пластини)
Нехай задано плоску неоднорідну матеріальну пластину,

формою якої є область D (рис. 2). В області D задано неперер-
вну функцію  yx, , яка визначає густину пластини в точці
 yx; .

Розіб’ємо довільним способом область D на частини Di,
які не мають спільних внутрішніх точок і площі яких дорівню-
ють iS  ( ni ,...,2,1 ). Візьмемо довільну точку   iiii DP  ;

і знайдемо густину в цій точці    .; iiiP   Тоді маса ча-
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стини Di дорівнює добутку   ,ii SP   а значення маси m всієї
пластини наближено дорівнює сумі:

  .;
1




n

i
iiin Smm                         (3)

Точне значення маси одержимо як границю суми (3) при
0 , тобто:

  .;limlim
1

00 





n

i
iiin Smm                  (4)

Отже, різні за змістом задачі приводять до знаходження
границь одного й того ж виду. Кожна з таких границь нази-
вається подвійним інтегралом. У зв’язку з цим виникає по-
треба у вивченні властивостей цих границь, незалежно від
змісту тієї чи іншої задачі.

Означення подвійного інтеграла
Нехай функція  yxf ,  визначена в замкненій обмеженій

області .2RD   Розіб’ємо область D довільним чином на
n частин Di, площі яких дорівнюють iS  ( ni ,...,2,1 );

 i
ni

Dd



1
max  – найбільший з діаметрів областей Di. Вибере-

мо в кожній області Di довільну точку  iiiP  ;  і складемо суму

  ,;
1




n

i
iiin SfI                            (5)

яку назвемо інтегральною сумою для функції  yxf ,  по
області D.
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Якщо інтегральна сума (5) при 0  має скінченну гра-
ницю, яка не залежить ні від способу розбиття області D на ча-
стинні області Di, ні від вибору точок Pi, то ця границя нази-
вається подвійним інтегралом від функції  yxf ,  по області D:

    .;lim,
1

0





n

i
iii

D

Sfdxdyyxf               (6)

Функція  yxf ,  називається інтегровною в області D;
D – область інтегрування; x, y – змінні інтегрування; dxdy –
елемент площі.

Геометричний зміст подвійного інтеграла:

 
D

dxdyyxfV ,  – об’єм циліндричного тіла.

Механічний зміст подвійного інтеграла:

  
D

dxdyyxm ,   –  маса матеріальної пластини.

Теорема (достатня умова інтегровності функції)
Якщо функція  yxf ,  неперервна в замкненій обмеженій

області D, то вона інтегровна в цій області.
Надалі вважатимемо, що підінтегральна функція  yxf ,

в області інтегрування D є неперервною.

Властивості подвійного інтеграла

1.     ,,,  
DD

dxdyyxfCdxdyyxfC  constC .

2.          .,,,,  
DDD

dxdyyxgdxdyyxfdxdyyxgyxf
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Властивість справедлива для скінченного числа функцій.

3.   ,0, 
D

dxdyyxf  якщо   0, yxf  в області D.

4.     ,,,  
DD

dxdyyxgdxdyyxf  якщо    yxgyxf ,, 

в області D.

5.       ,,,,
21

 
DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf

де D1, D2 – області, на які розбито область інтегрування D.

6.   ,, MSdxdyyxfmS
D

   де S – площа області D;

m, M – відповідно найменше і найбільше значення підінтег-
ральної функції в області D.

Обчислення подвійних інтегралів
1) Область інтегрування D обмежена зліва і справа пря-

мими ax   і bx   ( ba  ), а знизу і зверху – неперервними
кривими  xy 1  і  xy 2  (    xx 21  ) (рис. 3).

Тоді обчислення інтеграла (6) зводиться до обчислення
повторного інтеграла за формулою:

   
 

 
.,,

2

1







x

x

b

aD

dyyxfdxdxdyyxf                  (7)

2) Область інтегрування D обмежена знизу і зверху пря-
мими cy   і dy   ( dc  ), а зліва і справа – неперервними
кривими  yx 1  і  yx 2  (    yy 21  ) (рис. 4).
Для такої області подвійний інтеграл (6) обчислюється за
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фомулою:

   
 

 
.,,

2

1







y

y

d

cD

dxyxfdydxdyyxf                  (8)

 

       

 

Рис. 3                                            Рис. 4

Приклад 1. Обчислити подвійні інтеграли, взяті по пря-
мокутних областях.

а) , 

D

yx dxdye  D: 10  x , 10  y ;

  .1 21

0

1

0

1

0

1

0

   eeedyedxedxdyeedxdye yxyx

D

yx

D

yx

б)   ,cos 22 
D

dxdyxyyx  D: 
2

0 
 x , 20  y ;
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     
 2

0

2
2

0

222 cos2
2
1cos dyxyydxxdxdyxyyx

D

   
 2

0

2

0

2
2

0

2 4sin
2
1sin1

2
1 dxxxxy

x
dxx

















 xvdvdxx

dudxux

4cos
4
1,4sin

,,















 

 2

0

2

0
4cos

4
14cos

42
1 dxxxx

 





















2

0
4cos

16
12cos

82
1 x

  .
16

0cos2cos
16
1

82
1 







 




Приклад 2. Обчислити повторні інтеграли.

а)         









 

1

0

2221

0
2

11
x

x

x

x

yyxdxdyyxdx
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 





















1

0

2
222

2
222 dxxxxxxx

.
3
1

2
1

6
1

262

1

0

231

0

2






















  xxdxxx

б)                 







 

x

x

x

x
y

dxxdy
y
xdx

1

2

1

2

1
2

22

1

1

  





  

2

1

3
2

1

2 1 dxxxx
x

dxx

.
4
12

2
1

4
124

24

2

1

24







 












xx

в)           



 

yy

yx
dxdyydx

yx
ydy

0
22

4

2

3

0
22

34

2

   
4

2

2

0

4

2

3 0arctg1arctgarctg1 dyy
y
x

y
dyy

y

  .
3

1424
1234

33
4

2

3 








y
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Приклад 3. Змінити порядок інтегрування в наступних
інтегралах:

а)   .,
1

0
1 

y

y

dxyxfdyI

б)   .,

21

1

0

1
2 






x

x

dyyxfdxI

Початкові межі: 1x , 0x , 1 xy , 21 xy   (рис. 6);

 

Рис. 5

Зобразимо область інтегруван-
ня, яка визначається лініями: 0y ,

1y , yx  , yx   (рис. 5). Змі-
нивши порядок інтегрування, отри-
маємо нові межі: 0x , 1x , 2xy  , xy  , тобто

   .,
2

1

0
1 

x

x

dyyxfdxI

 

Рис. 6

виразимо нові межі інтегрування

1 yx , ,1 2yx   0y , 1y .
Отже,

  .,
1

1

1

0
2

2






y

y

dxyxfdyI



12

Н. О. Романчук, Н. О. Шаповал, О. В. Майборода

в)   .,
ln

01
3 

xe

dyyxfdxI

Приклад 4. Змінивши порядок інтегрування, записати за-
даний вираз у вигляді одного двократного інтеграла.

а)     .,,
2

0

2

10

1

0
1 




xx

dyyxfdxdxyxfdxI

б)     .,,
2

3

0

3

10

1

0
2

2






x
x

dyyxfdxdyyxfdxI

 

Рис. 7

Область інтегрування зображено
на рис. 7, звідки знаходимо нові ме-
жі: 0y , 1y , yex  , ex  , тому

  .,
1

0
3 

e

e y

dxyxfdyI

 

Рис. 8

Область інтегрування зображено
на рис. 8. Змінимо порядок інтегру-
вання та запишемо заданий інтеграл
як один двократний:

  .,
22

1
1 




y

y

dxyxfdyI
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